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Введение

Описание акустических полей в океане с помо-
щью пропагатора акустического поля является одним 
из наиболее новых подходов в акустике океана. Фор-
мально пропагатор Ĝ  определяется выражением

ˆ ( ', '') ( ', )( '', )Ψ = ΨG r r rr zz ,	 (1)

где Ψ(r, z)   ̶  акустическое поле, z  ̶  глубина, r  ̶  гори-
зонтальная координата. Согласно этому определению 
пропагатор представляет собой некий универсаль-
ный оператор эволюции, описывающий трансформа-
цию любого волнового пакета при прохождении вол-
новодного сегмента между r = r' и r = r". Сам по себе 
пропагатор не зависит от формы начального волно-
вого пакета. При этом он включает в себя практиче-
ски полную информацию об акустических свойствах 
трассы, включая свойства рассеяния и дисперсион-
ные характеристики. Пропагатор для реалистичных 
случайно-неоднородных моделей подводного звуко-
вого канала был впервые введен в работах [1–3]. В 

работе [4] была рассмотрена модель пропагатора для 
глубоководного звукового канала в Японском море. В 
работе [5] был рассмотрен случай многочастотного 
пропагатора. В работе [6] получено выражение для 
матрицы пропагатора в присутствии нелинейных 
внутренних волн. Влияние адиабатических неодно-
родностей океана на свойства пропагатора было рас-
смотрено в работе [7].

Знание точного пропагатора существенно упро-
щает решение прикладных задач, таких как акусти-
ческая томография [8, 9] и звукоподводная связь [10]. 
В связи с этим целесообразно уметь его находить 
экспериментально. В настоящей работе предлага-
ется относительно простая схема для решения этой 
задачи. В ее основе лежит разложение акустическо-
го поля по так называемым функциям дискретного 
представления переменных [11], позволяющее пред-
ставить пропагатор в виде конечной матрицы.

Следующий раздел посвящен разложению аку-
стического поля по функциям дискретного представ-
ления переменных. Предлагаемый метод измерения 
пропагатора рассмотрен в разделе 2. В Заключении 
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мы подводим итоги работы и обсуждаем пути даль-
нейшего развития предложенного метода.

1. Функции дискретного представления 
переменных

Рассмотрим двухслойный акустический волновод 
в мелком море, с водным слоем сверху и осадочным 
снизу. На поверхности воды выполняется граничное 
условие Дирихле:

0 0=Ψ =z
.	 (2)

Снизу осадочный слой граничит со слоем твер-
дых пород, поэтому на нижней границе мы имеем 
граничное условие Неймана:

0
=

Ψ =
z L

d
dz

.	 (3)

Условие на границе раздела между водным и оса-
дочным слоями выглядит следующим образом:

0 0= − = +Ψ Ψ=z h z h ,   
0 0wat sed

1 1
= − = +

Ψ Ψ=
ρ ρz h z h

d d
dz dz

.	

Как было показано в работе [11], акустическое 
поле в волноводе может быть представлено в виде 
разложения

max

1
( ) ( )

=

Ψ = ∆ ∑
J

j
j

z z zχ ,	 (4)

где каждая из функций χj(z) сосредоточена в окрест-
ности значения глубины

zj = jΔz,	 (5)

max 1
∆ =

+J
Lz . 	 (6)

Выражение (4) представляет собой формулу Уит-
такера–Шэннона, модифицированную с учетом гра-
ничных условий (2) и (3). Функции  χj(z) называются 
функциями дискретного представления переменных 
(ДПП). Они определяются следующим образом:

max

1
( ) ( )

=

= ∑j ij i

J

j
zVzχ φ ,	 (7)

где ϕj(z) – функции вспомогательного базиса в виде 
пространственных гармоник,

2 (2 1)sin , 1,2,...
2
−

= =j
j z j

L L
πφ 	 (8)

Коэффициенты ряда (7) выражаются как

max max

2 ( 1 / 2)sin .
1 1

 −
=  + + 

ij J
jV

J
i π 	 (9)

В выражения (4), (6), (7) и (9) входит величина  
Jmax. Она должна удовлетворять условию 

max
* 2

10

( ) ( ) | |
==

Ψ Ψ = ∑∫
L J

j
jz

z z dz a , 	 (10)

где 

0

( ) ( )
=

= Ψ∫
L

j j
z

a z z zdφ .	 (11)

Другими словами, величина Jmax имеет смысл 
числа гармоник (8), которое требуется для точного 
воссоздания акустического поля,

max

1
( ) ( )

=

Ψ = ∑
J

j j
j

z a zφ .	 (12)

Очевидно, что это число зависит от частоты зву-
ка, а также иных факторов, которые влияют на спектр 
вертикальных волновых чисел акустического поля. 
При выполнении условия (10) функции ДПП (7) об-
разуют ортогональный базис,

0

( ) ( )
=

=∫
L

i j ij
z

z z dzχ χ δ ,

где δij – символ Кронекера. Формула (4) может быть 
использована для реконструкции акустического поля 
по данным измерений с помощью вертикальной при-
емной антенны в виде цепочки гидрофонов, распо-
ложенных на глубинах (5) [11]. В силу принципа вза-
имности эта формула может также использоваться 
и для расчета амплитудно-фазового распределения 
вертикальной излучающей антенны, создающей поле 
Ψ(z). В последнем случае формула (5) определяет по-
ложение монополей. 

Нужно подчеркнуть важное обстоятельство: ис-
пользование формулы (4) как для реконструкции 
поля по точечным измерениям, так и для возбужде-
ния поля с помощью цепочки монополей, требует вы-
полнения условия (10). С другой стороны, мы знаем, 
что поле, создаваемое акустическим монополем, опи-
сывается дельта-функцией, которая характеризуется 
бесконечным числом членов разложения (12). Одна-
ко в действительности члены с большими номерами 
очень быстро затухают вследствие поглощения звука в 
дне. Таким образом, они являются несущественными 
с точки зрения распространения звука. Это означает, 
что мы можем подвергнуть дельта-функцию Фурье-
фильтрации, при которой отбрасываются гармо-
ники (8) с номерами j > Jmax. Эта процедура и дает 
выражение (7) для функций ДПП. Оптимальное 
значение Jmax  и связанное с ним расстояние между 
элементами Δz должны определяться свойствами 
затухания в осадочном слое. 
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2. Измерение и анализ свойств пропагатора

Положим, что критерий (10) выполняется 
при некотором конечном значении Jmax . Как мы 
отметили выше, в этом случае функции ДПП 
образуют ортогональный базис, который мож-
но использовать для матричного представления 
пропагатора, определяемого формулой (1). Ма-
тричные элементы вычисляются по формуле:

0

ˆ( ', '') ( ) ( ', '') ( )
=

= ∫
L

mn
z

m nG r r z G r r z dzχ χ ,	

где ˆ ( ', '') ( )nG r r zχ   ̶  профиль акустического поля при 
r = r", если при r = r' < r" оно описывалось функ-
цией ДПП χn (z). Как было отмечено выше, началь-
ное условие в виде n-й функции ДПП эквивалентно 
полю, создаваемому монополем на глубине zn, после 
фильтрации быстро затухающих пространственных 
Фурье-гармоник с j > Jmax. Таким образом, матрица 
пропагатора может быть измерена путем последова-
тельного возбуждения точечных источников,  распо-
ложенных на глубинах (5). Такие источники могут 
быть собраны в одну вертикальную излучающую 
антенну. Возбуждаемые поля измеряются с помощью 
приемной антенны, сенсоры которой также располо-
жены на глубинах, описываемых (5). 

Измерив пропагатор, мы можем найти его соб-
ственные функции и собственные значения. Соответ-
ствующая спектральная задача формулируется сле-
дующим образом:

( '' ')ˆ ( ', '') ( ) ( )− −Φ = Φmi r r
m mG r r z e zκ .

В горизонтально-однородном волноводе соб-
ственные функции Φm(z) совпадают с нормальны-
ми модами волновода. Тогда вещественная часть κm 
представляет собой горизонтальное волновое число 
моды. Мнимая часть описывает затухание звука как 
за счет поглощения в дне, так и за счет цилиндриче-
ской расходимости в горизонтальной плоскости. 

Собственные функции вычисляются с помощью 
собственных векторов матрицы пропагатора:

max

1
( ) ( )

=

Φ = ∑
J

n mn m
m

z v zχ ,	 (13)

где vmn  ̶  m-й элемент n-го собственного векто-
ра матрицы пропагатора. Эта формула позволяет 
точно рассчитать собственные функции пропага-
тора, если излучающая и приемная антенна пере-
крывают волновод полностью, т. е. включая оса-

дочный слой. Очевидно, что это крайне сложно 
реализовать на практике. Поэтому имеет смысл 
рассмотреть случай, когда нам доступен только 
водный слой, в котором расположено J элемен-
тов излучающей и приемной антенн, J < Jmax, при 
этом расстояние между элементами описывается 
формулой (6). Тогда мы можем измерить только 
«обрезанную» матрицу пропагатора размерно-
сти J × J. Соответственно выражение (13) при-
нимает вид:

1
( ) ( )

=

Φ =∑
J

n mn m
m

z v zχ .	 (14)

Эта формула позволяет достаточно точно вы-
числить только те собственные функции пропагато-
ра, которые распространяются преимущественно в 
водной толще. В случае горизонтально-однородного 
волновода такие собственные функции являются хо-
рошим приближением для нормальных мод.

Ограничение области излучения и измерения 
водным слоем может сыграть и позитивную роль. 
В соответствии с (6) расстояние между соседними 
элементами антенн Δz может принимать только дис-
кретное множество значений. Однако, ограничивая 
область интереса водным слоем, мы можем исполь-
зовать в (6) и (8) не «настоящую» глубину нижней 
границы (которая чаще всего неизвестна), а неко-
торую смещенную величину, близкую к L. Возмож-
ность «подвинуть» нижнюю границу позволяет рас-
сматривать непрерывное множество значений Δz, что 
существенно упрощает постановку эксперимента.

Заключение

Основным результатом данной работы является 
разработка схемы для экспериментального определе-
ния пропагатора акустического поля. Эта схема сфор-
мулирована для тональных звуковых полей, однако 
ее обобщение на многочастотные поля, создаваемые 
импульсными источниками, представляется вполне 
реализуемым. В случае горизонтально-однородно-
го волновода вычисление матрицы пропагатора по-
зволяет найти профили нормальных мод с помощью 
формулы (14).

В дальнейших работах следует рассмотреть во-
просы, связанные с погрешностью измерений и вли-
янием шумов. Очень важно учесть в рамках пред-
лагаемого подхода трехмерные эффекты, связанные 
с горизонтальной рефракцией и отражениями от 
наклонного дна. Кроме того, представляет интерес 
использование пропагатора для томографической 
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инверсии среды, зондирования верхних слоев дна. 
Вероятно, следует рассмотреть вопрос о создании 
стационарных систем наблюдения над акваториями, 
основанных на отслеживании изменений пропагато-
ра в реальном времени.
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